7. cvifeni - teorie

Symbol K zna¢i mnozinu R nebo C.

Definice. Vektorovym prostorem nad K rozumime trojici (V,+,-), kde V' je neprazdna
mnozina, + je operace z V X V do V a - je operace z K x V do V | pfi¢emz tyto operace maji
nésledujici vlastnosti:

o Yu,veV:u+v=uv+u (komutativita s¢itani),

o Vu,v,weV:(ut+v)+w=u+(v+ w) (asociativita s¢itani),

mnozina V obsahuje prvek, ktery zna¢ime o (a fikdme mu nulovy prvek), spliujici

YveV:o+v=mu,

e YveV dweV :v+w=o,

o Va,beKYveV:a-(b-v)=(ab)-v,

o VabeKVYveV:(a+b)-v=a-v+b-uv,
o VacKVu,veV:a-(u+v)=a-u+a-v,
o YveV:1l-v=w.

Poznamka. Pro v € V vektor w spliiujici v + w = o je uren jednozna¢né (Ize to dokazat) a
znacime jej —v, nékdy se oznacuje jako opacny prvek k prvku v.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a U C V.U # (). Pak U je vektorovy pod-
prostor prostoru V', pokud je tzv. uzavien na operace + a -, tedy pokud plati

o VuveU:u+vel,
e VacK, YueU:a-uelU.

Definice. Je-li (V,+,:) vektorovy prostor nad K a m € Nyuy,...,upm € V), Ai,..., A € K|
pak vektor
Al UL+ AmUm

nazyvame linedrni kombinace vektori u, ..., u,,. Pokud jsou vSechna \; rovna nule, pak
jde o trivialni linearni kombinaci, v opa¢ném piipadé o netrivialni lineArni kombinaci.
Linearni kombinaci prazdné mnoziny vektorti rozumime nulovy vektor.

Definice. Necht (V,+, ) je vektorovy prostor, m € Nawuj, ..., uy, € V. Rekneme, ze vektory
Uy, ..., Uy jsou linedrné zavislé, pokud existuje jejich netrividlni linearn{ kombinace, jez je
rovna nulovému vektoru. Pokud vektory u1, ..., u,, nejsou linedrné zavislé, pak fikdme, Ze jsou
linedrné nezavislé. f{ekneme, ze mnozina M C V je linearné nezavisla, jestlize libovolna
m-tice po dvou rtznych vektortt z M je linearné nezavisla.

Poznamka. Nékdy se pouziva: LN = linearné nezavisla.
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Definice. Je-li (V,+,-) vektorovy prostor nad K, m € N a uq,...,u, € V, pak linearni
obal vektorid uy,...,u, je

ling{u1,...,um} = {v € V: v je linearni kombinaci vektori uy, ..., um}.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a B C V. Rekneme, 7e B je baze prostoru
V, jestlize mnoZina B je linearné nezavisla a V' = ling (B).

Poznamka. Pokud ling(B) =V, tak fikdme, Zze B generuje prostor V. Plati tedy, Ze pokud
je B LN a generuje V, tak je bazi prostoru V.

Véta 10.1.

(i) Kazdou linearné nezéavislou podmnozinu vektorového prostoru lze doplnit na bézi tohoto
prostoru.

(ii) Kazdy vektorovy prostor ma béazi. Pocet prvki baze je urcen jednoznalné.

Definice. Pocet prvkii baze budeme nazyvat dimenze prostoru V. Dimenzi V znaime
dim V. Necht V je vektorovy prostor nad K. Je-li dim V' < oo, fekneme, Ze V je kone¢né&di-
menzionalni. Je-li dim V = 400, mluvime o nekone¢nédimenzionalnim vektorovém pros-
toru.
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